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Àííîòàöèÿ
àáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íîâîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíåé òîëùè-
íû îáîëî÷êè íà îñíîâå ìîäèèêàöèè òðåõìåðíîãî èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî âîñüìèóçëîâîãî
ýëåìåíòà ïóòåì ââåäåíèÿ ãèïîòåçû ìàëîñòè íàïðÿæåíèé îáæàòèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ òåõ-
íèêè ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàí ìåòîä äâîéíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ïî òî÷êàì ñóïåðñõîäèìîñòè. Íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíà ýåêòèâíîñòü
äàííîãî ïîäõîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîëî÷å÷íûé êîíå÷íûé ýëåìåíò, óïðóãèå äåîðìàöèè, ìåòðè÷å-
ñêèé òåíçîð, ìåòîä äâîéíîé àïïðîêñèìàöèè, ãèïîòåçà ìàëîñòè íàïðÿæåíèé îáæàòèÿ.
Ââåäåíèå
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû  ðàçðàáîòêà òàêîé ìåòîäèêè ìîäèèêàöèè òðåõìåðíî-
ãî èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî âîñüìèóçëîâîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (ÊÝ) ñïëîøíîé ñðåäû,
÷òîáû áûëî âîçìîæíî ìîäåëèðîâàíèå îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû ïðè îäíîñëîéíîé
àïïðîêñèìàöèè ïî òîëùèíå.
Îáû÷íî ïîäîáíûå ýëåìåíòû ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåïåíåé ñâîáîäû, îïðå-
äåëåííûõ íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è âêëþ÷àþùèõ óãëû ïîâîðîòà íîðìàëüíîãî
âîëîêíà. Îáçîð òàêèõ ÊÝ ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ [13℄. Êàê ïðàâèëî, ÊÝ ñ óãëî-
âûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû äåìîíñòðèðóþò õîðîøóþ òî÷íîñòü è âåñüìà ýåêòèâíû
â ðàñ÷åòàõ îáîëî÷åê ìàëîé è ñðåäíåé òîëùèí. Îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå âåñüìà
çàòðóäíèòåëüíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñîïðÿæåíèé îáîëî÷åê ñ ìàññèâíûìè òåëàìè,
òàê êàê íåîáõîäèìî âûðàæàòü óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ ýëåìåíòîâ ÷åðåç
óãëû ïîâîðîòà îáîëî÷å÷íûõ ÊÝ. Ïîýòîìó ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå ñïåöèàëüíûå
ýëåìåíòû îáîëî÷åê, êîòîðûå èìåþò â êà÷åñòâå óçëîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïåðåìå-
ùåíèÿ óçëîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î
ìîäåëè îáîëî÷êè ñðåäíåé òîëùèíû ñ ó÷åòîì îáæàòèÿ. Ïðèìåðû ïîäîáíûõ ÊÝ è èõ
èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàíû â ðàáîòàõ [312℄. Îòìåòèì, ÷òî èäåéíî áëèçêèå ïîñòðîåíèÿ
ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [4, 5, 8℄. Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàëàñü â
ðàáîòàõ [6, 7℄.
Îñíîâíûå ýòàïû ïîñòðîåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ÊÝ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Ôðàã-
ìåíò îáîëî÷êè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê òðåõìåðíîå òåëî. Ââîäÿòñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêèå
ïîëèëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè ãåîìåòðèè è íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé.
Óçëîâûå òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ â âåðøèíàõ âûäåëåííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Èñïîëü-
çîâàíèå àïïðîêñèìàöèè ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå ýêâèâàëåíòíî ââåäåíèþ êèíåìà-
òè÷åñêîé ãèïîòåçû îá èõ ëèíåéíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî òîëùèíå  ó÷åòîì îáæàòèÿ
îáîëî÷êè.
Âàðèàöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåîðìàöèè (ðàáîòà âíóòðåííèõ íàïðÿæå-
íèé íà âîçìîæíûõ äåîðìàöèÿõ) âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëåííî ïî êâàäðàòóðíîé îðìó-
ëå àóññà Ëåæàíäðà (äâà óçëà ïî êàæäîìó êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ  âñåãî
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èñ. 1
2 × 2 × 2 = 8 êâàäðàòóðíûõ óçëîâ íà ÊÝ). Â êàæäîì êâàäðàòóðíîì óçëå ââîäèò-
ñÿ ñòàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà, îáû÷íî èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû, îá
îòñóòñòâèè âëèÿíèÿ ïîïåðå÷íîãî íàïðÿæåíèÿ íà ìåìáðàííûå, èçãèáíûå è äåîð-
ìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿ îòäåëÿåòñÿ îò
êëàññè÷åñêîé çàäà÷è òåîðèè îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.
ëàâíûé èñòî÷íèê îøèáîê, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäîáíûõ ÊÝ, êî-
òîðûå äåëàþò èõ ïðàêòè÷åñêè íåïðèãîäíûìè,  ïîÿâëåíèå ¾ëîæíûõ¿ äåîðìà-
öèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà
äâîéíîé àïïðîêñèìàöèè ïî òî÷êàì ñóïåðñõîäèìîñòè [1, 2℄.
1. Ïîñòðîåíèå òðåõìåðíîãî ÊÝ îáîëî÷êè ñðåäíåé òîëùèíû
àññìîòðèì âîñüìèóçëîâîé òðåõìåðíûé ÊÝ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1. Êðèâî-
ëèíåéíàÿ Ëàãðàíæåâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ξ1, ξ2, ξ3 ñòàíîâèòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé, íî
â îáùåì ñëó÷àå  íåîðòîãîíàëüíîé.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â âèäå
R = X i(ξ1, ξ2, ξ3) ei.
Äëÿ ïðîåêöèé X i ñîîòâåòñòâóþùèå àïïðîêñèìàöèè çàïèøåì â âèäå
X i(ξ1, ξ2, ξ3) =
8∑
t=1
X it Nt(ξ1,ξ2, ξ3),
ãäå ïîëèëèíåéíûå óíêöèè îðìû îïðåäåëÿþòñÿ ïî îðìóëàì
Nt(ξ1, ξ2, ξ3) =
1
8
(1 + ξ1t ξ
1) (1 + ξ2t ξ
2) (1 + ξ3t ξ
3),
ξ1t , ξ
2
t , ξ
3
t  ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû óçëîâ, òàêèå ÷òî ξ
i
t = ±1 â çàâèñèìîñòè îò
íîìåðà óçëà (ñì. ðèñ. 1).
Ñîîòíîøåíèå
Rk =
∂X i
∂ξk
ei = R
i
kei
îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíûé áàçèñ
Rik =
∑
t
X it
∂Nt
∂ξk
=
1
8
∑
t
X it ξ
k
t
(
1 + ξltξ
l
)
(1 + ξmt ξ
m) ,
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ãäå íîìåðà k, l, m óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
k, l, m = 1, 2, 3; k 6= l 6= m 6= k.
Ñîïðÿæåííûé áàçèñ R
k
âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî îðìóëàì
R
k =
∂ξk
∂X i
ei =
1
2
√
G
∈ kmnRm ×Rn = Rk,iei,
ãäå ∈ kmn  ñèìâîëû Ëåâè ×åâèòà. Çíà÷åíèå √G = R1 ·[R2 ×R3] çàäàåò âåëè÷èíó
ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà dV . Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ
âû÷èñëÿþòñÿ ïî îðìóëàì
Gij = RiRj =
∑
m
∂Xm
∂ξi
∂Xm
∂ξj
=
∑
m
Rmi R
m
j ,
Gij = RiRj =
∑
m
∂ξi
∂Xm
∂ξj
∂Xm
=
∑
m
Ri,mRj,m,
Ĝij =
∑
m,n
GmnRimR
j
n.
Âåêòîð ïåðåìåùåíèé
U = Um
(
ξ1, ξ2, ξ3
)
em
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
U i
(
ξ1, ξ2, ξ3
)
=
8∑
r=1
U ir Nr
(
ξ1, ξ2, ξ3
)
.
ðàäèåíòû êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëåíû â âèäå
Ui = em
8∑
r=1
Umr
∂Nr
∂ξi
.
Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà áåñêîíå÷íî ìàëûõ äåîðìàöèé îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
εij =
1
2
(Ui ·Rj +Ri ·Uj) = 1
2
3∑
m=1
(
∂Um
∂ξi
∂Xm
∂ξj
+
∂Xm
∂ξi
∂Um
∂ξj
)
=
=
1
2
3∑
m=1
8∑
r,t=1
(Umr X
m
t + U
m
t X
m
r )
∂Nr
∂ξi
∂Nt
∂ξj
. (1)
Êðàòêî îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè. Ïðèìåì â êà÷åñòâå
áàçîâîãî âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå∫
V
σijδεij dV =
∫
V
f · δU dV +
∫
Sσ
tn · δU dS,
ãäå V  èçè÷åñêèé îáúåì, îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñòüþ S = Su ∪Sσ, Su ∩Sσ = ∅ ,
f  âåêòîð çàäàííûõ âíåøíèõ îáúåìíûõ ñèë, tn  âåêòîð çàäàííûõ íàïðÿæåíèé íà
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÷àñòè ïîâåðõíîñòè S , íà êîòîðîé îïðåäåëåíû ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Êèíå-
ìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ÷àñòè Su ïîâåðõíîñòè S âûïîëíÿþòñÿ çà ñ÷åò ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì îïðåäåëåííûõ àïïðîêñèìàöèé.
Ââåäåì ñèñòåìó êâàäðàòóðíûõ óçëîâ, êîòîðûå â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ̂1f , ξ̂
2
f , ξ̂
3
f è ñîîòâåòñòâóþùèé âåñîâîé ìíîæèòåëü ωf . Åñëè ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óïîìÿíóòîé âûøå âîñüìè òî÷å÷íîé îðìóëû àóññà 
Ëåæàíäðà, òî f = 1, 2, . . . , 8; ξif = ±
1√
3
; ωf = 1.
Äàëåå èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âèðòóàëüíûõ ðàáîò çàìåíÿåòñÿ êîíå÷-
íîé ñóììîé, òî åñòü∫
V
σijδεij dV =
∫∫∫
σijδεij
√
Gdξ1dξ2dξ3 =
∑
f
σmnδεmn
√
G,
ãäå ξi = ξif .
Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå
Er,mij =
1
2
8∑
t=1
Xmt
(
∂Nr
∂ξi
∂Nt
∂ξj
+
∂Nt
∂ξi
∂Nr
∂ξj
)
, (2)
òî êîìïîíåíòû äåîðìàöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
εij =
8∑
r=1
3∑
m=1
Umr E
r,m
ij . (3)
Èñïîëüçóÿ çàêîí óêà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â êðèâîëèíåéíîì áàçèñå ðîëü åäèíè÷íîãî
òåíçîðà èãðàåò ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, èìååì:
σij = 2µ εij + λG
ij I1ε, (4)
ãäå ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà äåîðìàöèè èìååò âèä:
I1ε = G
mnεmn.
Îòñþäà ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå
σij =
(
2µGimGjn + λGijGmn
)
εmn.
àññìîòðèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âèðòóàëüíûõ
ðàáîò
σijδεij =
(
2µGimGjn + λGijGmn
)
εmnδεij. (5)
Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå (5), ïîëó÷èì
δW = σijδεij =
3∑
k,l=1
8∑
r,s=1
Ukr δU
l
sE
r,m
ij E
s,l
mn×
× (2µGimGjn + λGijGmn)√G = 3∑
k,l=1
8∑
r,s=1
Ukr D
r,s
kl δU
l
s,
ãäå Dr,skl =
(
2µGimGjn + λGijGmn
)
Er,mij E
s,l
mn
√
G.
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Ñóììèðóÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Dr,sk,l , âû÷èñëåííûõ â ñèñòåìå êâàäðàòóðíûõ òî÷åê
ξif , ïîëó÷àåì áëîêè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû æåñòêîñòè òðåõìåðíîãî âîñüìèóç-
ëîâîãî ÊÝ ëèíåéíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè.
àññìîòðèì ñïîñîá ó÷åòà ìàëîñòè íàïðÿæåíèé îáæàòèÿ. Çàïèøåì ýòó ãèïîòåçó
â âèäå ðàâåíñòâà
σ33 = 0. (6)
Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (6) âûðàæåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij =
= GikGjmσkm â âèäå (4) è ïîëó÷èì
σ33 = 2µ ε33 + λG33I1ε =
= 2µε33 + λG33
(
Gijεij + 2G
i3εi3 +G
33ε33
)
= 0, (7)
ãäå i, j = 1, 2. Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ (7) äåîðìàöèþ îáæàòèÿ ε33 :
ε33 = − λG33
2µ+ λG33G33
(
Gijεij + 2G
i3εi3
)
. (8)
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò íà-
ïðÿæåíèé îòäåëüíî äëÿ íàïðÿæåíèé σij , i, j = 1, 2 , õàðàêòåðèçóþùèõ ìåìáðàííîå
è èçãèáíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèÿ, è σi3 , îïèñûâàþùèõ íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî
ñäâèãà.
Èç (4) ñ ó÷åòîì (8) ïîëó÷àåì:
σij = 2µεij + λGij
(
Gmnεmn + 2G
m3εm3 +G
33ε33
)
=
= 2µεij + λGij
(
µ∗Gmnεmn + 2µ
∗Gm3εm3
)
,
σi3 = 2µεi3 + λGi3
(
µ∗Gmnεmn + 2µ
∗Gm3εm3
)
,
ãäå µ∗ = 1− λG33G
33
2µ+ λG33G33
, m, n = 1, 2 .
Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ÊÝ èãóðèðóþò óçëîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû íà ëèöå-
âûõ ïîâåðõíîñòÿõ, òî àêòè÷åñêè â êèíåìàòèêå ó÷èòûâàþòñÿ âîçìîæíûå îáæàòèÿ
îáîëî÷êè (èçìåíåíèå åå òîëùèíû). Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàñ÷åòíóþ ñõåìó íåîáõîäè-
ìî ââåñòè óïðîùåííûé çàêîí óïðóãîñòè, ñâÿçûâàþùèé íàïðÿæåíèå îáæàòèÿ σ33 ñ
äåîðìàöèåé îáæàòèÿ ε33 . Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
σ33 = E3ε33,
ãäå E3  ìîäóëü æåñòêîñòè íà îáæàòèå. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
E3 =
µ (3λ+ 2µ)
λ+ µ
.
Çàïèøåì â îáùåì âèäå çàêîí óêà:
σij =
3∑
m,n=1
Dijmn εmn, i, j = 1, 3
ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãîñòè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæ-
äåíèé:
Dαβγδ = 2µδαγδβδ + λGαβµ
∗Gγδ,
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Dα3γδ = D3αγδ = λGα3µ
∗Gγδ,
Dα3γ3 = D3αγ3 = Dα33γ = D3α3γ = 2µδαγ + λGα3µ
∗Gγ3,
D33γδ = Dγδ33 = Dγ333 = D33γ3 = 0,
D3333 = E3,
ãäå α, β, γ, δ = 1, 2.
Äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì:
σkl = GkiGljσij = G
kiGljDijmn εmn.
Ìàòðèöà æåñòêîñòè ïðè ýòîì ñîáèðàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Dr,cab = G
oiGpj Dijmn E
r,a
mnE
c,b
op
√
G,
ãäå r, c = 1, 8; a, b, i, j, m, n, o, p = 1, 3.
Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è îïûò ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíûõ ÊÝ ñâèäåòåëüñòâóþò
î õîðîøåì âëèÿíèè íà òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîíèæåíèÿ àïïðîêñèìàöèé äåîðìà-
öèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà εi3 [1, 2℄. Îïèøåì òåõíèêó ââåäåíèÿ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà
àïïðîêñèìàöèé [1, 2℄.
àññìîòðèì äåîðìàöèþ ε13 . Èç (1)(3) èìååì:
Er,m
13
=
1
128
Xmt
[
ξ1rξ
3
t
(
1 + ξ2rξ
2
) (
1 + ξ3r ξ
3
)×
× (1 + ξ1t ξ1) (1 + ξ2t ξ2)+ ξ3r ξ1t (1 + ξ1rξ1) (1 + ξ2rξ2) (1 + ξ2t ξ2) (1 + ξ3t ξ3)].
Ïåðâàÿ ðåäóêöèÿ àïïðîêñèìàöèè ñîñòîèò â èñêëþ÷åíèè ïåðåìåííîñòè ýòîé äå-
îðìàöèè ïî òîëùèíå:
Er,m
13
=
1
128
Xmt
[
ξ1rξ
3
t
(
1 + ξ2rξ
2
) (
1 + ξ1t ξ
1
) (
1 + ξ2t ξ
2
)
+
+ξ3rξ
1
t
(
1 + ξ1rξ
1
) (
1 + ξ2r ξ
2
) (
1 + ξ2t ξ
2
)]
.
Âòîðàÿ ðåäóêöèÿ íàïðàâëåíà íà èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîñòè ýòîé äåîðìàöèè
âäîëü êîîðäèíàò ξ1 :
Er,m
13
=
1
128
Xmt
[
1 +
(
ξ2r + ξ
2
t
)
ξ2 + ξ2rξ
2
t
(
ξ2
)2] (
ξ1rξ
3
t + ξ
3
rξ
1
t
)
.
Òðåòüÿ ìîäèèêàöèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ýòîé äåîðìàöèè â âèäå ëèíåéíîé
àïïðîêñèìàöèè ïî ξ2 ïî äâóì òî÷êàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ξ2 = ±1 . Ïîñëå íåñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:
Er,m
13
=
1
128
Xmt
[(
1 + ξ2r ξ
2
t
)
+
(
ξ2r + ξ
2
t
)
ξ2
] (
ξ1rξ
3
t + ξ
3
rξ
1
t
)
.
Ïî àíàëîãèè ìîæåì çàïèñàòü
Er,m
23
=
1
128
Xmt
[(
1 + ξ1r ξ
1
t
)
+
(
ξ1r + ξ
1
t
)
ξ1
] (
ξ2rξ
3
t + ξ
3
rξ
2
t
)
.
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èñ. 2
Òàáë. 1
Ñåòêà Ñåòêà Ñåòêà Ñåòêà
WT 2× 2 3× 3 4× 4 5× 5
W
êë
W
ìîä
W
êë
W
ìîä
W
êë
W
ìîä
W
êë
W
ìîä
q 0.68796 0.0046 0.661834 0.00972 0.677329 0.01669 0.683437 0.025391 0.68631
F 0.61152 0.0042 0.5297 0.009 0.5743 0.0154 0.5909 0.0233 0.5987
2. Òåñòîâûå çàäà÷è
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðåøå-
íèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷. àññìîòðåíû äâå òåñòîâûå çàäà÷è äëÿ àïðîáàöèè ìåòîäèêè,
ïðåäñòàâëåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ðå-
çóëüòàòàìè [1, 2, 13℄.
Çàäà÷à 1. àññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ äåîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû (ñì. ðèñ. 2)
ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî äàâëåíèÿ q = 1 ê/ñì
2
èëè ñîñðåäîòî÷åííîé ñè-
ëû F = 2000 ê, ïðèëîæåííîé â öåíòðå ïëàñòèíû. Ïóñòü ïëàñòèíà êâàäðàòíàÿ
ñî ñòîðîíîé a = 100 ñì è òîëùèíîé h = 1 ñì, ñî ñëåäóþùèìè ìåõàíè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè: E = 2 · 106 ê/ñì2 , êîýèöèåíò Ïóàññîíà µ = 0.3 . Ïëàñòèíà èìååò
æåñòêîå çàùåìëåíèå ïî âñåì áîêîâûì ãðàíÿì. Â ñèëó ñèììåòðèè áûëà ðàññìîòðåíà
÷åòâåðòü ïëàñòèíû, èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè. åçóëü-
òàòû ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèâåäåíû â òàáë. 1, ãäå WT  ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá
ïëàñòèíû (ñì), ïîëó÷åííûé èç ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ [13℄.
Çàäà÷à 2. Äåîðìèðîâàíèå ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà öèëèíäðè÷åñêîé
ïàíåëè (ñì. ðèñ. 3), øàðíèðíî îïåðòîé ïî êðèâîëèíåéíûì ãðàíèöàì è ñâîáîäíûìè
ïðÿìîëèíåéíûìè ãðàíÿìè ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: L = 1524 ñì; R = 762 ñì;
h = 7.62 ñì (òîëùèíà ïàíåëè); E = 2.1 · 105 ê/ñì2 ; µ = 0 ; γ h = 0.044 ê/ñì2
(óäåëüíûé âåñ).
Â ñèëó íàëè÷èÿ äâóõ ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè áûëà ðàññìîòðåíà ëèøü ÷åòâåðòü
öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè.
Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ïî-
ñòðîåííîãî íàñòîÿùåãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, â ñðàâíåíèÿõ ñ òåîðåòè÷åñêèì ðåøå-
íèåì è ðåøåíèåì îáû÷íûì êëàññè÷åñêèì òðåõìåðíûì èçîïàðàìåòðè÷åñêèì âîñü-
ìèóçëîâûì ýëåìåíòîì ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 2, ãäå WT  ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá
öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè (ñì), ïîëó÷åííûé èç ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ [1, 2℄.
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èñ. 3
Òàáë. 2
Ñåòêà Ñåòêà Ñåòêà Ñåòêà Ñåòêà
WT 4× 4 5× 5 10× 10 13× 13 20× 20
W
êë
W
ìîä
W
êë
W
ìîä
W
êë
W
ìîä
W
êë
W
ìîä
W
êë
W
ìîä
9.24 0.5758 8.5715 0.7215 8.6834 1.4159 8.9584 1.8847 9.0108 3.0776 9.0595
Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäèêà ìîäèèêàöèè òðåõìåðíîãî âîñüìè-
óçëîâîãî èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ÊÝ òåîðèè óïðóãîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñïåöèàëü-
íûé ÊÝ, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî âîçìîæíî ðàññ÷èòûâàòü îáîëî÷êè ñðåäíåé òîëùèíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîñëîéíîé àïïðîêñèìàöèè ïî òîëùèíå. Ïðèâåäåííûå ÷èñëîâûå
ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ òðà-
äèöèîííûì ÊÝ òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
Summary
A.I. Golovanov, M.K. Sagdatullin. Three-dimensional Finite Element for Analysis of Thin-
shell Construtions.
The artile regards the onstrution of a new nite element for alulating the middle
thikness of shells on the basis of a modiation of three-dimensional isoparametri 8-node
element through introdution of a hypothesis of innitesimality of ompression strains and
usage of the tehnique of approximation order redution. The method of double approximations
on superonvergene points has been applied. Eetiveness of the given approah is shown on
numerial examples.
Key words: shell nite element, elasti strains, metri tensor, method of double
approximation, hypothesis of innitesimality of ompression strains.
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